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Аннотация 
В работе предлагается математическая модель на основе векторного метода конечных 
элементов для исследования распределения электромагнитного поля в ближней зоне пары 
сферических наночастиц. Данная модель позволила разработать алгоритмы и соответст-
вующее программное обеспечение. Была проведена верификация, показавшая, что расхож-
дение результатов исследования предлагаемой математической модели и имеющихся дан-
ных расчётов по аналитическим формулам согласно теории Ми (G. Mie) для однородных 
сферических наночастиц не превышает 10 %. С помощью созданного программного обеспе-
чения проведён вычислительный эксперимент с целью определения расположения пары ме-
таллических наночастиц, при котором интенсивность электромагнитного поля в ближней 
зоне будет достигать наибольшего значения. Достоинством предлагаемой математической 
модели и методики её применения является использование в качестве конечных элементов 
тетраэдров, позволяющих с достаточной для практических целей точностью аппроксимиро-
вать неоднородную структуру наноматериала. Кроме того, обеспечивается непрерывность 
во всей расчётной области тангенциальной компоненты электромагнитного поля. 
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Введение 
Нанокомпозиты с частицами восстановленных ме-
таллов находят широкое применение в качестве опто-
электронных элементов, оптических сенсоров, при-
боров для регистрации оптических сигналов, оптиче-
ских наноантенн и пр. [1]. Данные материалы пред-
ставляют собой сложные структуры, содержащие ог-
ромное число диэлектрических и металлических на-
ночастиц [2 – 4]. Исследование их оптических свойств 
представляет собой сложную и трудоёмкую задачу, 
решение которой целесообразно осуществлять посред-
ством математического моделирования на основе ме-
тода декомпозиции. Такой подход позволяет рассмат-
ривать процессы взаимодействия электромагнитного 
излучения оптического диапазона как с отдельными 
наночастицами диэлектриков и восстановленных ме-
таллов, так и с их ограниченными ансамблями, а затем 
обобщить результаты на весь материал в целом. 
В настоящее время всё большее распространение 
получают композиционные SiO2-материалы, структу-
рированные ионами металлов или наночастицами 
восстановленных металлов [2]. Благодаря присутст-
вию пространственного наномасштаба вещества в 
этих материалах может происходить локализация и 
усиление оптических полей. Кроме того, по своей 
природе металлические наночастицы обладают соб-
ственными колебаниями с частотами в оптической 
области от ультрафиолетового до инфракрасного 
диапазонов [3, 5].  
Значительную часть времени при разработке и 
синтезе подобных материалов занимает производство 
и изучение их прототипов. Натурные эксперименты 
позволяют провести физические измерения оптиче-
ских свойств [6, 7]. 
Основным объектом исследования является элек-
тромагнитное поле, по распределению которого мож-
но судить об оптических и других важных физиче-
ских свойствах конкретного тела. Использование на 
этой стадии компьютерного моделирования в пер-
спективе позволит перейти к созданию новых мате-
риалов с заданными свойствами в виртуальном про-
странстве до проведения натурных экспериментов, 
что значительно снизит затраты и ускорит процесс их 
получения [8]. 
Моделирование распределения электромагнитно-
го поля сводится к решению уравнений Максвелла 
(J.C. Maxwell) [3, 5]. В настоящее время для решения 
данной задачи существует ряд численных и аналити-
ческих методов [3 – 16], базирующихся на двух ос-
новных подходах. Первый основан на решении урав-
нений в их дифференциальной форме. Данная группа 
методов позволяет хорошо учитывать сложную, гете-
рогенную структуру композитного материала, однако 
при моделировании в бесконечных или частично ог-
раниченных пространствах применение этих методов 
приводит к значительным вычислительным затратам. 
Второй подход основан на решении уравнений Мак-
свелла в интегральной форме. 
Достаточно часто используются модифицирован-
ные методы расширения теории Ми (рассеяние на 
единичной сфере) для множественного рассеяния на 
сферах [17 – 20]. 
Основными численными методами, применяемыми 
для решения уравнений Максвелла, являются: метод 
приближения дискретных диполей (DDA) [14, 21], ме-
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тод нулевого поля (NFM) [10, 21], метод T-матрицы 
[13, 22], метод граничных элементов (BEM) [23], метод 
конечных элементов (FEM) [9, 15, 16, 24], метод ко-
нечных разностей во временной области (FDTD) 
[8, 12]. Существует множество работ, посвящённых 
сравнительному анализу данных методов [8 – 11, 20]. 
В настоящее время практически все методы реа-
лизованы в виде программного продукта, причём на 
каждый метод имеется множество реализаций 
[9, 10, 25]. Например, метод DDA реализован в пакете 
DDSCAT [10], метод NFM – в пакете NFM-DS 
[10, 21], метод Т-матриц – в пакете MSTM [22], метод 
FDTD реализован в пакете Meep [26] и т.д.  
Наибольшую популярность и распространение 
получил метод FDTD. Однако при исследовании рас-
пределения электромагнитных полей в композитных 
материалах на основе высококремнеземных стекол, 
синтезированных золь-гель методом, и сферических 
наночастиц восстановленных металлов (на примере 
Ag, Cu) имеется ряд сложностей, связанных с особен-
ностями метода конечных разностей. Во-первых, 
размеры шага дискреционной сетки должны быть 
значительно меньше длины волны, а расчётная об-
ласть зачастую выходит из наномасштаба, что, в ко-
нечном итоге, приводит к необходимости где-то хра-
нить, а затем и решать систему линейных алгебраиче-
ских уравнений большой размерности (порядка 107). 
Процесс решения одной подобной системы на вычис-
лительном кластере занимает несколько суток [8]. 
Это фактически делает невозможным одновременное 
исследование полей как в «ближней» зоне, так и на 
значительном расстоянии от источника. Во-вторых, 
восстановленные металлические частицы имеют сфе-
рическую форму, а также содержат выщербины, «пе-
щеры», пустоты [2], что практически невозможно 
учесть, используя FDTD.  
Метод конечных элементов позволяет частично пре-
одолеть указанные недостатки за счёт использования 
конечных элементов различного размера. Для ближней 
зоны и самих частиц – более мелкие (размером гораздо 
меньше длины падающей волны), а для дальней зоны – 
большего размера. Это позволяет в целом получать сис-
тему линейных алгебраических уравнений значительно 
меньших размерностей для тех же самых задач, чем в 
методе FDTD. И, в конечном итоге, значительно уско-
рять время нахождения решения. При использовании 
разнородных конечных элементов является актуальной 
задача обеспечения непрерывности напряжённости 
электрического поля на границах между элементами. 
Поэтому необходимо найти такие функции формы, ко-
торые обеспечивали бы непрерывность напряжённости 
электрического поля как в «ближней» зоне наночасти-
цы, так и в «дальней». 
1. Постановка задачи 
Рассмотрим золь-гель стекло, содержащее наноча-
стицы восстановленных металлов [2]. На материал 
падает плоская монохроматическая волна. Восполь-
зуемся методом декомпозиции и будем определять 
распределение электромагнитного поля, возникающе-
го в ближней зоне пары наночастиц. Начало коорди-
нат поместим на равном удалении от центра двух ча-
стиц. В расчётной области выделим принципиально 
отличающиеся элементы: частицы, «ближнюю» и 
«дальнюю» зоны для частиц, полностью поглощаю-
щий слой (рис. 1). В качестве граничных условий 
воспользуемся условиями поглощения (ABC – 
absorbing boundary condition), реализованными в виде 
условия излучения Зоммерфельда (A. Sommerfeld) 
[9, 15, 16, 27, 28]. 
 
Рис. 1. Схема расчетной области (сечение расчётной  
3D-области в координатной плоскости XY) 
«Ближняя» зона частицы (область 1, рис. 1) пред-
ставляет собой параллелепипед, описывающий сферу 
радиуса R + 2λ, где R – радиус наночастицы, λ – длина 
падающей волны. Размеры «дальней» зоны (область 
2, рис. 1) определяются исходя из реализации гра-
ничных условий поглощения и представляют собой 
также параллелепипед с длиной ребра 7R.  
Напряжённость электрического поля, создаваемо-
го электрическим током с амплитудой Jimp в области 
Ω, которая характеризуется электрической ε и маг-
нитной μ постоянными, может быть описана с помо-
щью уравнений Максвелла [3, 5, 16]: 
i∇× = − ωμΕ H ; (1) 
impi∇× = ωε +H Ε J ; (2) 
( ) imp1i∇⋅ ε = − ∇ωΕ J ; (3) 
( ) 0∇⋅ μ =H , (4) 
где E – напряженность электрического поля; H – на-
пряженность магнитного поля; ω – частота источни-
ка; i – мнимая единица; ∇ – Гамильтонов 
(W.R. Hamilton) оператор. 
Исследуемая область может быть как двух-, так и 
трёхмерной. Для определения напряжённости элек-
трического поля E необходимо решить уравнения 
Максвелла (1) – (4) с учётом граничных условий. 
Типовые граничные условия для электрических по-
лей включают однородные условия Дирихле (P.G.L. Di-
richlet) на идеально проводящей поверхности, а также 
смешанные условия на границе поверхности, обла-
дающей волновым сопротивлением. Формулировку 
этих граничных условий можно записать в виде [15, 16] 
× =n E P ; (5) 
( )01 N
r r
ik⎛ ⎞× ∇× + × × =⎜ ⎟μ η⎝ ⎠
n E n n E R ,  (6) 
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где n – единичный вектор нормали к границам облас-
тей и подобластей; P – установленные значения для 
компонент поля на ΓD ; ηr – нормальный импеданс по-
верхности на ΓN ; RN – известные функции, описанные 
на границе источника. 
За счёт исключения напряжённости магнитного 
поля H в (1) и преобразования (2) можно получить 
волновое уравнение, называемое уравнением Гельм-
гольца (H. Helmholtz) [15, 16]: 
2
0 0 0 imp
1
r
r
k ik Z
⎛ ⎞∇× ∇× − ε = −⎜ ⎟μ⎝ ⎠
E E J  на Ω,  (7) 
где μr = μ /μ0 и ɛr = ɛ /ɛ0 – соответственно относитель-
ные магнитная и электрическая постоянные; 
0 0 0k = ω μ ε  и 0 0 0/Z = μ ε  – волновое число и вол-
новое сопротивление (импеданс вакуума). 
Используя уравнение (7) и граничные условия (5), 
(6), можно получить вариационную форму волнового 
уравнения [15, 16]: 
( ) ( )
( )( )
( )( )
N
D
2
0
0
Г
0 0 imp
Г
1 d
d
1 d d ,
j r j
r
j j N
r
j j
r
k
ik
ik Z
Ω
Ω
⎡ ⎤∇× ⋅ ∇× − ε ⋅ Ω =⎢ ⎥μ⎣ ⎦
⎡ ⎤= − × ∇× + ⋅ Γ +⎢ ⎥η⎣ ⎦
+ × ∇× Γ − ⋅ Ωμ
∫
∫
∫ ∫
W E W E
n W E W R
n W E W J
 (8) 
где Wj – весовая функция. 
2. Рёберный конечный элемент в форме тетраэдра 
В силу того, что рассматриваемая область состоит 
из подобластей (частицы, подложка) с различными 
значениями ε и μ, на их внутренних границах необхо-
димо выполнение условия непрерывности тангенци-
альной составляющей полей.  
При использовании скалярных узловых конечных 
элементов [16, 24] выполнить это условие весьма 
проблематично. Поэтому для решения задачи предла-
гается использовать рёберные (векторные) конечные 
элементы (рис. 2) [15].  
 
Рис. 2. Векторный конечный элемент в форме тетраэдра 
Вершины конечного элемента имеют координаты 
(xi, yi, zi), где 1,4i = , а рёбра обозначены векторами 
rlm, где l – номер вершины, из которой выходит ребро, 
а m – номер вершины, в которое входит ребро. 
Представим напряжённость электрического поля в 
виде: 
( ), ,x y z x y zE E E E E E= = + +Ε i j k . 
Будем аппроксимировать на конечном элементе 
компоненты напряжённости электрического поля 
следующими вектор-функциями: 
x 0 1 2 3 4 5E ( ) x y z x y x zr r r r r r r= α +α +α +α +α +αr ; 
y 6 7 8 9 10 11E ( ) x y z x y y zr r r r r r r= α +α +α +α +α +αr ; (9) 
z 12 13 14 15 16 17E ( ) x y z x z y zr r r r r r r= α +α +α +α +α +αr , 
где r = (rx, ry, rz). 
Выражения (9) можно переписать в матричной 
форме: 
[ ]=Ε A α ,  (10) 
где 
[ ]
1 0 0
0 0 1
x y z x y x z
x y z x z x z
r r r r r r r
r r r r r r r
⎡ ⎤⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
A
"
"
"
,
{ }T 0 1 17= α α αα … . 
Так как (10) справедливо для всего тетраэдра, то 
для его рёбер будем иметь: 
[ ]e =Ε B α , (11) 
где Ee – напряжённость электрического поля на рёб-
рах конечного элемента, [B] – квадратная матрица 
размерностью 18 на 18, получаемая из матрицы [A] 
последовательной подстановкой координат рёбер (из-
за громоздкости здесь не приводится). 
Найдём из (11) вектор коэффициентов α: 
[ ] 1 e−=α B E . (12) 
В локальных координатах, специально введённых 
для конечного элемента, матрица [B]–1 может быть 
вычислена аналитически. Однако чтобы избежать 
операции преобразования координат при ассемблиро-
вании глобальной матрицы жёсткости, матрица [B]–1 
может быть легко вычислена в глобальной системе 
координат с достаточной для практического приме-
нения точностью. 
Подставим (12) в (10): 
e e⎡ ⎤= ⎣ ⎦E N E ,  (13) 
где  
[ ][ ] 1e −⎡ ⎤ =⎣ ⎦N A B ,  (14) 
[Ne] – матрица размерностью 3 на 18, содержащая 
функции формы в глобальной системе координат 
конкретного конечного элемента в форме тетраэдра. 
Электрическое поле E в области Ω может быть 
найдено по формуле [15]  
1 1
edge DN N
D D
l l l l
l l= =
= +∑ ∑Ε N E N E , (15) 
где Nedge – число уникальных рёбер в дискретизован-
ной области, исключая те рёбра, которые расположе-
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ны на ΓD; El – значение электрического поля на l-м 
ребре; Nl – вектор-функция формы, состоящая из трёх 
элементов, для l-го ребра; ND – количество рёбер на 
ΓD; NlD и ElD – соответственно векторная базисная 
функция и значение поля на ΓD. 
В качестве весовых функций Wj в (8) примем Nj:  
j j=W N , 1, edgej N= . (16) 
Подставив (15) и (16) в (8), получим 
0
edgeN
ml l m
l=
=∑ K E b , 1, edgej N= , (17) 
где 
( ) ( )
( )( )
N
2
0
0
Г
1 d
d ,
ml m l r m l
r
m l
r
k
ik
Ω
⎡ ⎤= ∇× ⋅ ∇× − ε ⋅ Ω +⎢ ⎥μ⎣ ⎦
⎡ ⎤+ × ∇× Γ⎢ ⎥η⎣ ⎦
∫
∫
K N N N N
n N N
 
( ) ( )
N
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После нахождения функций формы по формуле 
(14) соотношения (17) представляют собой систему 
линейных алгебраических уравнений, в общем случае 
сингулярную.  
Для избавления от сингулярности требуется про-
извести учёт граничных условий (5) – (6). 
3. Учёт граничных условий 
Для учёта граничных условий воспользуемся излу-
чением Зоммерфельда [3, 9, 15, 27]. Предположим, что 
ограничивающий слой ABC (рис. 1) располагается дос-
таточно далеко от рассеивателя (сфер или других объ-
ектов, размещённых внутри ограниченной области), 
тогда рассеянное поле удовлетворяет соотношению: 
( )01 0sc sc
r r
ik⎛ ⎞× ∇× + × × ≈⎜ ⎟μ η⎝ ⎠
n E n n E ,  (18) 
где Esc – рассеянное поле, которое является разницей 
между полным и падающим полями: 
sc inc= −E E E . 
Тогда (6) примет вид: 
( )01 D D inc
r r
ik⎛ ⎞× ∇× + × × =⎜ ⎟μ η⎝ ⎠
n E n n E U , (19) 
где 
( )01inc inc inc
r r
ik⎛ ⎞= × ∇× + × ×⎜ ⎟μ η⎝ ⎠
U n E n n E . (20)  
Теперь, исходя из параметров источника излуче-
ния, последовательно вычисляем Jimp и Einc и под-
ставляем в (20).  
Решая задачу (19), находим ED.  
Полагая RN = Uinc и используя найденные значения 
ED и условия Дирихле (5), исключаем из (17) извест-
ные значения вектора напряжённости E, тем самым в 
итоге получая систему линейных алгебраических 
уравнений (17) меньшей размерности и уже с несин-
гулярной матрицей.  
Для решения системы уравнений (17) использо-
вался метод сопряжённых градиентов с предобуслав-
ливанием Холецкого [29]. 
4. Верификация предложенной  
математической модели 
Для верификации воспользуемся решением Ми [5] 
для электрического поля в ближней зоне сферической 
частицы и решением, полученным с помощью узло-
вых конечных элементов [24]. 
Рассматривались наночастицы радиусом 40 нм, 
находящиеся в воздухе (ɛ = 1), их центры совпадают с 
центром декартовой системы координат. В качестве 
металлической наночастицы рассматривалась сереб-
ряная (Ag) со значением диэлектрической проницае-
мости материала ɛNP = –3,5191 + 0,5798i.  
Для сравнения результатов введём безразмерную 
величину: 
2
*
2
0
= EE
E
, 
где E0 – векторная амплитуда падающей на наноча-
стицу волны. 
Для диэлектрической наночастицы выбрано зна-
чение ɛNP = 3,5191 + 0,5798i. 
Для расчёта параметров частиц использовалась 
модель Друде – Лоренца.  
Расчетная область дискретизировалась тетраэдра-
ми для каждой из зон (рис. 1). Граничные условия 
определялись из решения задачи (19). Результаты 
расчётов представлены на рис. 3, 4.  
Расхождение численного решения согласно пред-
ложенной математической модели и решения Ми не 
превышало 10 %, между интенсивностью элетромаг-
нитного поля, найденного с применением скалярных 
конечных элементов [24], – 15 % (рис. 3, 4). 
Таким образом, проведённая верификация пока-
зала возможность применения разработанной мате-
матической модели для исследования распределения 
электромагнитного поля в ближней зоне сфериче-
ских наночастиц. 
5. Исследование влияния пары наночастиц 
на интенсивность электромагнитного поля 
Рассматривалась задача определения влияния двух 
серебрянных наночастиц в золь-гель стекле [2] на 
электромагнитное поле в ближней зоне.  
Возбуждение осуществлялось плоской линейно 
поляризованной вдоль оси X с длиной волны 405 нм.  
Изначально расчётная область была выбрана в фор-
ме куба с длиной ребра 5 мкм. В результате она была 
дискретизирована на 162 миллиона тетраэдров, что при-
вело к матрице системы в (17) размерностью 81812703 
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неизвестных, решение которой осуществлялось в вы-
числительном кластере [8] распределенным методом 
Гаусса с циклическим размещением по строкам.  
 
Рис. 3. Зависимость интенсивности электромагнитного 
поля в ближней зоне от расстояния от центра 
металлической наночастицы вдоль оси X (10-7м) 
В ходе проводимых вычислительных эксперимен-
тов размер расчётной области уменьшался до тех пор, 
пока получаемые результаты не отличались от перво-
начальных не более, чем на 10 %. 
В конечном итоге было получено, что расчётная 
область может быть выбрана в форме параллелепипе-
да размерами 2500×1250×1250 нм. Дискретизация 
проводилась конечными элементами различных раз-
меров в зависимости от зоны (рис. 1). Количество уз-
лов в этом случае составило 508032. После учёта гра-
ничных условий размерность матрицы системы (17) в 
проводимом исследовании не превышала одного 
миллиона неизвестных. Для решения использовался 
метод сопряжённых градиентов с предобуславлива-
нием Холецкого [29].  
Результаты моделирования представлены на рис. 5. 
Для сравнения на графиках приведены значения ин-
тенсивности E*, полученные для одной наночастицы 
согласно теории Ми. 
 
Рис. 4. Зависимость интенсивности электромагнитного 
поля в ближней зоне от расстояния от центра 
диэлектрической наночастицы вдоль оси X (10 –7м) 
а)      б)  
в)      г)  
д)  
Рис. 5. Зависимость интенсивности электромагнитного поля в ближней зоне двух наночастиц  
в зависимости от расстояния между ними вдоль оси X (10 –7м): расстояние равно  
половине радиуса частицы (а); радиусу (б); двум радиусам (в); трём (г); четырём (д) 
Заключение 
Предложенные функции формы и алгоритм по-
строения системы (17) позволяют найти распределе-
ние электромагнитного поля, обеспечивая непрерыв-
ность его тангенциальной компоненты при переходе 
между границами конечных элементов. Это позволя-
ет вычислять распределение полей в ближней зоне 
наночастиц, где интенсивность E* принимает значи-
тельные значения, приводящие к переполнению ве-
щественных типов данных при использовании других 
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методов. Кроме того, становится возможным исполь-
зовать нерегулярный шаг сетки, увеличивая размер 
конечных элементов в «дальней» зоне, что приводит 
к снижению размерности задачи и уменьшению вре-
мени нахождения решения. При этом можно модели-
ровать не только наночастицы сферической формы, 
но и любой произвольной, дискретизируя их сово-
купностью разноразмерных тетраэдров. Таким обра-
зом, появляется возможность учёта наличия выщер-
бин, «пещер» и полостей у наночастиц. 
В ходе вычислительного эксперимента был опре-
делён размер расчётной области, обеспечивающий 
минимальное число узлов конечно-элементной сетки. 
Выделены «ближняя» и «дальняя» зона частицы 
(рис. 1), представляющие собой кубы с длиной ребра 
соответственно R + 2λ и 8R + 2λ. При этом при дис-
кретизации «дальней» зоны возможно использовать 
конечные элементы в 2 раза большего размера, чем 
при дискретизации «ближней». Это позволит значи-
тельно снизить размерность получаемой системы ал-
гебраических уравнений (17). 
При исследовании влияния расположения пары 
наночастиц на интенсивность электромагнитного по-
ля расстояние между частицами варьировалось от 0,5 
радиуса частицы (20 нм) до 10. Численные результа-
ты показали, что при расстоянии между частицами 
свыше 4 радиусов влияние на электромагнитное поле 
практически отсутствует, а значение интенсивности 
сопоставимо с интенсивностью электромагнитного 
поля одной частицы. 
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NUMERICAL MODELING OF A INFLUENCE OF A NANOPARTICLE PAIR ON THE 
ELECTROMAGNETIC FIELD IN THE NEAR ZONE BY THE VECTOR FINITE ELEMENTS METHOD  
K.S. Kurachka 1 
1 Sukhoi State Technical University of Gomel, Gomel, Republic of Belarus 
Abstract  
Here we propose a mathematical model based on a vector finite-element method for modeling 
the distribution of the electromagnetic field in the near zone of spherical particles. This model has 
allowed us to develop algorithms for the appropriate software. The verification of the model shows 
that the discrepancy between the research results of the proposed model and the available calcula-
tion results based on analytical formulas derived from the Mie theory for homogeneous spherical 
nanoparticles does not exceed 10 percent.  
Calculations were carried out to determine the relative positions of a pair of metal nanoparti-
cles at which the intensity of the electromagnetic field reaches the maximum value in the near 
zone. The advantage of the proposed mathematical model and approach consists in the use of tet-
rahedrons as finite-elements. The tetrahedron finite-elements allow one to approximate the hetero-
geneous structure of the nanomaterial with the accuracy sufficient for the practical use. Further-
more, in this way the continuity of the tangential component of the electromagnetic field in the en-
tire calculation region can be achieved.  
Keywords: mathematical modeling, numerical approximation and analysis, light scattering by 
particles, electromagnetic field, vector finite element method. 
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